Ein- und mehrdimensionale Fibonacci-Suche
- ganz einfach!
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1. Einleitung / Vorbemerkungen

Uber Fibonacci-Zahlen gibt es in der Literatur viele Abhandlungen, deshalb wird auf die Besonderheiten
in diesem Artikel nur kurz eingegangen.

Diese Zahlen haben auch fir Suchfunktionen eine hervorragende Bedeutung. Auch hierzu findet man in
der Literatur und im Internet viele Abhandlungen.

Viele Beschreibungen von Suchfunktionen mittels Fibonacci-Zahlen gehen davon aus, dass ausgehend
von einem Intervall [a,b] innerhalb dessen das Minimum bzw. Maximum einer Funktion bestimmt werden
soll, nach bestimmten Regeln mit m vorgegebenen Suchschritten immer weitere kleinere Intervalle
bestimmt werden, in denen das gesuchte Minimum bzw. Maximum liegt.

Dieses Verfahren ist natirlich korrekt, aber der daraus abgeleitete Algorithmus ist recht unlibersichtlich
und flr eine mehrdimensionale Suche aufierst unpraktikabel.

Sozusagen als Nebenprodukt meiner Diplomarbeit (vor ca. 35 Jahren), die sich mit zeitoptimalen
Steuerungen befasste, hatte ich einen Algorithmus entworfen, der die Fibonacci-Suche extrem
vereinfachte und auch problemlos auf mehrdimensionale Probleme anwendbar machte. Im damaligen
Fall waren es bis zu 4-dimensionale Berechnungen.

Neu hinzugenommen wurde eine Abhandlung zur Fibonacci-Suche bei diskreten Funktionen (Seite 4).

Ab Seite 5 finden Sie ein Python-Programm fur die n-dimensionale Fibonacci-Suche.

2. Kurzbeschreibung der Fibonacci-Zahlen

Fur Fibonacci-Zahlen gilt folgende Bildungsregel:
Fo =0
F1 =1
Fm=Fmn2+ Fm1 fur m>1

Damit ergibt sich die unendliche Zahlenfolge: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,.....
Die einzelnen Werte konnen aber nicht nur rekursiv, sondern auch direkt berechnet werden mit

oo (1) (145 Y
"2 ) 2 Gl

Die Herleitung dieser Formel erfolgt im Anhang.

3. Beschreibung eines einfachen Algorithmus’

Bei der Fibonacci-Suche wird zu Beginn festgelegt mit wie viel Schritten das Minimum/Maximum einer
Funktion y=f(x) in einem Intervall x € [a,b] gefunden werden soll.
Ist m die Anzahl der Suchschritte, so ergibt sich am Ende der Berechnung eine Unsicherheit von

b—a
8171 =
F

m+2

Gl. (2)

Damit muss m so gewahlt werden, dass der Restfehler entsprechend klein wird.
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Ein- und mehrdimensionale Fibonacci Suche

Wichtig ist, dass bei der eindimensionalen Suche die Funktion in dem untersuchten Intervall unimodal
ist. Bei der mehrdimensionalen Suche muss das untersuchte Gebiet konvex sein. In jedem Fall darf also
nur ein lokales Minimum/Maximum in dem untersuchten Intervall auftreten. Anderenfalls fihrt die Suche
nicht zum Erfolg.

Wie bereits unter Pkt. 1 bemerkt, funktioniert der tibliche Algorithmus derart, dass immer kleiner werdende
Intervalle gebildet werden. Nach dem m-ten Schritt wird dann die Lésung gefunden.

Mit dem hier beschriebenen Algorithmus wird das Verfahren extrem einfach.

Grundlage fur den vereinfachten Algorithmus war der Gedanke, die Bestimmung der verschiedenen
Intervalle zu umgehen. Dazu wurde ermittelt, wie sich die Abstande der untersuchten Punkte verhalten.
Dabei ergab sich dann ein ganz einfacher Zusammenhang.

Gegeben sei das zu untersuchende Intervall [a,b]. Die Anzahl der Suchschritte sei m. Weiterhin gehen
wir der einfacheren Erklarung wegen davon aus, dass ein Minimum gesucht werden soll.

In diesem Intervall sind die ersten 2 zu untersuchenden Punkte

b- _
~.F, und x2=a+b a

m+2 m+2

-F

m+1

X, =a-+

Die Abstande von x1 zur linken Intervallgrenze und x2 zur rechten Intervallgrenze sind gleich.
Bei unseren Betrachtungen gehen wir jetzt nur von der linken Intervallgrenze a aus.

Der Abstand des 1. Suchpunktes von a ist

b—a_Fm
F

m+2

V=

Fir den Abstand des 2. Suchpunktes vom 1. folgt

B En+2 ! Fm+2 . ) F
Je nachdem an welchem der Punkte der kleinere Funktionswert auftritt, wird dieser als Ausgangspunkt
fur den folgenden Suchpunkt genommen.
Weitere Betrachtungen, auf die hier nicht naher eingegangen wird, ergeben den Abstand des 3.
Suchpunktes vom vorhergehenden zu

_b-a b—-a b-a

V3 = 7 F,, usw. bis zum m-ten Suchschritt Vin = F =

m+2

Allgemein ergibt sich flr die Schrittweite beim k-ten Suchschritt (k=1,...,m)

_b-a
F

m+2

F Gl. (3)

m—k+1

Vi

Damit ist die Grundlage des auf der ndchsten Seite als Flussdiagramm dargestellten Algorithmus fur die
eindimensionale Fibonacci-Suche gegeben.

Er ist so einfach, so dass die Erweiterung auf hdhere Dimensionen tberhaupt kein Problem darstellt. Z.B.
bei einer 2-dimensionalen Suche y=f(x1,x2) werden die Schleifen ineinander verschachtelt. Die dulere
Schleife geht zum 1. Suchpunkt von x4, danach vollzieht die innere Schleife alle Suchschritte flir x.. Dann
geht die aulRere Schleife zum Suchpunkt 2 fur x4, die innere Schleife geht wiederum alle Suchpunkte fur
x2 durch, usw. Naturlich kann fur jede Dimension eine unterschiedliche Anzahl von Suchschritten gewahlt

werden.
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Ein- und mehrdimensionale Fibonacci Suche

Einfache Minimumsuche mit Fibonaccizahlen

F[11=1
F[2]:=1

F[m+2]:=F[m]+F[m+1]

| x1:= a+F[m)/F[m+2]*]

Funktionswertberechnung|
y1=f(x1)

k:=k+1
%2 = x1+s*F[m-k])/F[m+2]*]

Funktionswertberechnung

y2=f(x2)

nein
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a - Intervallanfang
b - Intervallende
m - Anzahl der Suchschritte

| - Intervalllange
k - Laufvariable
s - Suchrichtung

F - (m+2) dimensionales Array
mit den Fibonaccizahlen
F[i]:=F[i-2]+F[i-1] fiir i>2

1. Suchschritt nach x1,
ausgehend vom Intervallanfang a.

Bestimmung des Funktionswertes
nach dem 1. Suchschritt

(k+1). Suchschritt nach x2,
ausgehend von x1

Bestimmung der Funktionswertes
nach dem (k+1). Suchschritt

(Tipp:
Bei Maximumsuche
Operator dndern in ‘>')

Ist der Funktionswert nach dem
(k+1). Suchschritt (y2) kleiner als
der nach dem k. Suchschritt (y1),
dann wird der Punkt (x2,y2) als
neuer Ausgangspunkt (x1,y1)
Ubernommen, ansonsten wird nur

die Suchrichtung geandert

Dipl.-Ing (TU) Klaus-Eckart Schulz / Dezember 2009
Erganzung Juli 2012
Korrektur Nov. 2012

Birnbaumring 64

Seite 3 von 10



Ein- und mehrdimensionale Fibonacci Suche

4. Fibonacci-Suche bei diskreten Funktionen

Liegt keine Funktion y=f(x) vor, sondern gibt es y nur in Form einer endlichen Zahlenfolge, wie sie
beispielsweise in einem Array abgespeichert werden kann, dann muss der beschriebene Algorithmus
etwas modifiziert werden.

Nehmen wir an in einem Array Ay der Lange | ist die Zahlenfolge, bestehend aus | diskreten Werten,
abgespeichert, von der das Minimum oder Maximum bestimmt werden soll.

Es ist sofort einzusehen, dass in diesem Fall nur ganzzahlige Schrittweiten auftreten dirfen.
Aus GI.(3) ergibt sich, dass das zutrifft, wenn die Intervalllange (b-a) = Fm+2 ist.

Dabei sind aber folgende 3 Besonderheiten zu beriicksichtigen:

1. Die Lange | des Arrays Ay ist nicht die Differenz zwischen dem letzten und ersten Index, sondern sie
ist um 1 groRer.

2. Aus Gl.(2) ergibt sich fur (b-a) = Fms+2 ein Unsicherheitsintervall von 1.

3 Bei der Fibonacci-Suche werden die Funktionswerte an den Intervallenden nicht bertcksichtigt. Bei
der diskreten Suche ist das aber notwendig.

Damit wird

Fir die optimale Berechnung des Minimums/Maximums einer solchen Folge ergeben sich jetzt folgende
Regeln:

1. Die Lange des Arrays bzw. die Anzahl diskreter Werte plus 1 muss eine Fibonacci-Zahl sein.

2. Nach der Bestimmung des Indexes m der Fibonacci-Zahl kann dann mit Fn, Schritten das
Minimum/Maximum bestimmt werden.

3. Damit alle Wert berticksichtigt werden, wird am Anfang ein Dummy-Wert hinzugefiigt. Der Wert ist
unwichtig, da er nur als Startpunkt bendétigt wird und nicht in die Rechnung eingeht.
Wird kein Dummy hinzugefugt, muss die Lange des 1. Suchschrittes um 1 reduziert werden.

Beispiel
Es liegt folgende Menge einer Zahlenfolge vor: {2,3,5,6,8,9,11,13,15,17,19,18}

Es sind 12 Werte. Mit 1 addiert ergibt 13 und das ist die Fibonacci-Zahl F7. Daraus folgt die Anzahl der
Suchschritte zu m=7-2=5.

Mit dem hinzugefligten Dummy entsteht die Zahlenfolge {0,2,3,5,6,8,9,11,13,15,17,19,18}
Die Reihenfolge der Suchlangen ist: Fs, F4, F3, F2, F1 (5,3,2,1,1).

Bei der Minimumsuche wirden der Reihe nach folgende Zahlen der obigen Folge abgefragt:
8->13->5->3->2 Daraus folgt der minimale Wert zu 2.

Bei der Maximumsuche ware es folgende Reihenfolge:

8->13->17->19->18. Daraus folgt der maximale Wert zu 19.
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Ein- und mehrdimensionale Fibonacci Suche

5. Programm fiir die n-dimensionale Fibonacci-Suche

Ein Python-Script, welches das Minimum einer Funktion y=f(x1,..,xn) = f(x) sucht, ist auf den folgenden
Seiten zu finden. Die Anzahl der unabhangigen Variablen ist beliebig (n = 1). Das wurde erreicht durch
rekursives Aufrufen der Suchfunktion. Die unabhangigen Variablen sind die Komponenten des Vektors
X, also x[0], ..., x[n-1].

Grundlage des Programmes ist der leicht modifizierte Algorithmus fir die eindimensionale Suche (s. Seite
3).

Far die korrekte Funktion des Programms sind folgende Eingaben erforderlich:

1. Indas Array ,m’ werden der Reihe nach fir die n Variablen x[0],...,x[n-1] die Anzahl der geforderten
Suchschritte eingetragen.

2. In das Array ,intervall werden der Reihe nach fir die n Variablen x[0],...,x[n-1] die
Suchintervallgrenzen eingetragen.

3. Bei der Funktionsdefinition def FUNKTION(x): erfolgt die Berechnung des Funktionswertes y=f(x)
und mit return dessen Rickgabe.

Um das Maximum einer Funktion y = f(x) mit diesem Programm zu bestimmen, gibt es 2 Méglichkeiten:

1. In allen Fallen, in denen y2 und y1 verglichen werden, den Vergleichsoperator ,<’ durch >’ zu
ersetzen.

Oder noch einfacher
2. als Funktion y = -f(x) einsetzen.
Das Programm (fibonacci_suche.py) kann problemlos in jede andere Programmiersprache portiert werden.
Es kann einfach Uber

http://www.klaus-e-schulz.de/dokumente/fibonacci suche.py

geoffnet, kopiert und abgespeichert werden.
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Ein- und mehrdimensionale Fibonacci Suche

#!/usr/bin/env python

# Programm fuer eine n-dimensionale Suche des Minimums einer Funktion
# mit Hilfe der Fibonacci-Zahlen.

# Das Programm ist ein python-file (Version 2.5.4), kann aber voellig problemlos
# in jede andere Programmiersprache portiert werden.

#********>I<***************************************************>I<>I<>|<***************************

# Version 2.1 / lberarbeitete Version

# Datum: 06.12.2012

# Autor: Klaus-Eckart Schulz / Berlin

# Das Programm kann beliebig genutzt, modifiziert und weitergegeben werden,
# jedoch muss der Hinweis auf den Autor erhalten bleiben.

#

#

Fuer jegliche Anwendung uebernimmt der Autor keinerlei Haftung.
sk 5k 3k sk sk 5k ok 5k 3k 5k sk sk ok ok 5k 3k 5k sk 5k ok 5k 3k 3k 5k sk 5k 5k 5k 3k 5k sk 5k 5k 5k 3k 3k 5k sk 5k 5k 5k 3k 3k sk 5k 5k 5k 5k 3k 5k sk 5k 5k 5k 3k 3k sk sk 5k 5k 5k 3k 5k sk 5k >k 5k 3k 3k 5k sk 5k 5k 5k 3k 5k sk %k >k >k 5k 5k %k %k >k >k >k k k >k

# Sehr einfaches Beispiel fuer n=5-dimensional

R LT e Dateneingabe ----------ccmmmm e e
m=[4,6,8,10,12] # Anzahl der n Suchschritte fuer die in diesem Fall n=5 Variablen
intervall=[[0,8], # n Suchintervalle fuer die n=5 Variablen

['816]:

[0,8],

[0,8],

[0,8]

]

# Definition der Funktion y=f(x1,...,xn) =f(x)
def FUNKTION(X):
return  (x[0]-4)**2+(x[1]+4)**2+(x[2]-4)**2+(x[3]-4)**2+(x[4]-4)**2

#===== Rekursive Prozedure fuer die n-dimensionale Fibonacci-Suche =====#
def fibo_suche(dim):
global k,x@,x1,yl,x2,y2,s,m,eps,F
k[dim]=0
while k[dim] < m[dim]:
if dim==len(m)-1:
if k[dim]==0:
x1[dim]=x0[dim]+F[m[dim]-k[dim]]*eps[dim]
x2[dim]=x1[dim]
y1[dim]=FUNKTION(x2)
s[dim]=1
else:
x2[dim]=x1[dim]+F[m[dim]-k[dim]]*eps[dim]*s[dim]
y2[dim]=FUNKTION(x2)
if y2[dim]<yl[dim]:
x1[dim]=x2[dim]
yl[dim]=y2[dim]
else:
s[dim]=s[dim]*(-1)

else:

if k[dim]==0:
x1[dim]=x0[dim]+F[m[dim]-k[dim]]*eps[dim]
x2[dim]=x1[dim]
s[dim]=1
fibo_suche(dim+1)
y1l[dim]=y1[dim+1]

else:
x2[dim]=x1[dim]+F[m[dim]-k[dim]]*eps[dim]*s[dim]

Dipl.-Ing (TU) Klaus-Eckart Schulz / Dezember 2009 Seite 6 von 10
Birnbaumring 64 Erganzung Juli 2012
Korrektur Nov. 2012



Ein- und mehrdimensionale Fibonacci Suche

fibo_suche(dim+1)

y2[dim]=y1[dim+1]

if y2[dim]<yl[dim]:
x1[dim]=x2[dim]
yl[dim]=y2[dim]

else:
s[dim]=s[dim]*(-1)

k[dim]=k[dim]+1
R L P L L R L P L e L

#+++++ Initialisierung der Variablen +++++++++++++++++++++++++++++++++++++

# Bestimmung des Fibonaccizahlen-Arrays 'F'

m_max=max(m)

F=[0]*(m_max+3)

F[0]=0.0

F[1]=1.0

for i in range(2,m_max+3):
F[i]=F[i-1]+F[i-2]

# Bestimmung von 'eps[]=Intervalllaenge/Fib[m+2]' fuer alle Dimensionen

# eps[] ist der max. moegliche absolute Fehler fir jede Dimension

eps=([@]*1en(m))

for i in range(0,len(m)):
eps[i]=(intervall[i][1]-intervall[i][0])/F[m[i]+2]

# Arrays 's' fuer die Suchrichtung und 'k' fuer die Laufvariablen

s=[1]*1en(m)

k=[@]*1len(m)

x0=[0.0]*1len(m)
x1=[0.0]*1len(m)
x2=[0.0]*1en(m)
yl=[0.0]*1en(m)
y2=[0.0]*1len(m)

for i in range(©,len(m)):
x0[i]=intervall[i][0]

#  Programmaufruf
fibo_suche(9)

# Ergebnis-Ausgabe

print x1 # n-dimensionales Array mit den n Loesungen
print y1[o] # Ergebnis yl=f(x1)
Hinweis:

Das auf der folgenden Seite dargestellte Flussdiagramm wurde aus der englischen Fassung dieser Seite
entnommen. Der einzige Unterschied ist der Funktionsname ,fibo_suche’, der dort ,fibo_search’ genannt
wird.
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Ein- und mehrdimensionale Fibonacci Suche

Einfache n-dimensionale Suche mittels Fibonacci Zahlen (n21, bedeutet dim=0 )

Flow Chart
Start
Simplification:
v In this case it is assumed that the variables are defined
Data |Q£ut (except for the dimension dim) as global variables.
_.m.zi.ﬂ.%e S Otherwise, the variables must be passed to the function call.
o To save space, the dimension dim is used only d.
|jk[m:o function fibo_search(dim)
i 1
i d=len(m)-17?
| 0
i k[d]=07? k[d]=07?
| s 4
H x1[d]:=x0[d] +F[m[d]-k[d]]*eps[d] x1[d]:=x0[d]+F[m[d]-k[d]]*eps[d]
E x2[d]:=x1[d] x2[d]:=x1[d]+F[m[d]-k[d]]*eps[d]*s[d] x2[d]:=x1[d]+F[m[d]-k[d]]*eps[d]*s[d] *2[d]:=x1[d]
! sldl=1 stdi=1
i N h A 4 A
i Recursive Call Recursive Call Call Function Call Function
] fibo_search(d+1) fibo_search(d+1) y2=f(x2) y1=f(x1)
Z 3 3
i yl[d]:=y1l[d+1] y2[d]:=yl[d+1]
i 0 1
i y2[d] < y1[d] ?
i y L
i . xL[d}=x2[d]
i Sl yild}=y2(d]
i 4 >
i ;
g
h 4
S I k[d]:=k[d]+1
A 4 i
utpu! i
x1.y1[0] :
Y i
| Stop E
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Ein- und mehrdimensionale Fibonacci Suche
Anhang
6. Herleitung der Fibonacci-Formel

Vorbemerkungen

FUr die Herleitung der Formel wird ein Hilfsmittel benutzt, wie es in der Mathematik haufig der Fall ist. Dazu wird die
Orignalfunktion aus dem Originalbereich (Zeitbereich) zunachst in den Bildbereich transformiert, dort mit einfacheren
Hilfsmitteln bearbeitet und danach wieder zurlick in den Originalbereich transformiert.

So ist zum Beispiel die Laplace-Transformation ein sehr gut geeignetes Hilfsmittel zur L6sung von Differential-
gleichungen.
Mit ihr wird einer Zeitfunktion f(t) bei der sogenannten einseitigen Laplace-Transformation mittels des Laplace-Integrals

Lf@)=F(p)=[f@)-e"dt  mit p=5+jo
eine komplexe Frequenzfunktion gugewiesen.
Die Laplace-Transformierte von Ableitungen kann wie folgt bestimmt werden:
tf o)=L 0}= p-Liro}- 1
Oder allgemein .
ROV TIOE WEREAID
Wichtig ist noch der Verschiebungssatz einér nach rechts ,verschobenen® Zeitfunktion.

Lift-t)f=e™ - Lif®} (¢ >0)

Mittels Laplace-Transformation wird aus einer Differentation im Originalbereich eine Multiplikation im Bildbereich.

Zur Ricktransformation in den Originalbereich kann u. a. die sogenannte Residuenformel angewendet werden.

_ _1 _ opt . l . dn_l Pt _ n
10 =L {F ()= TRes {r(p) e = T lim Lt ) (o))
Hierin ist n die Ordnung der Polstelle bei p=p..

Liegt jetzt keine kontinuierliche Funktion f(t) vor, sondern eine Folge [xn], dann kann zur Transformation die diskrete
Laplace-Transformation (L*) mit der Beziehung

lﬁ {xrz} = ‘XTZ (17) = :§i'xn 'éziin
n=0

angewendet werden.

Wird in dieser Formel ePT=z gesetzt, so kommt man zur sogenannten z-Transformation, die wir fiir unseren Fall
benutzen werden. Damit ergeben sich folgende Transformations- und Ricktransformationsregeln:

Z{xn}:X*(z) :ixn -z

n=0

xn=z§gs[X*(z)-z"-‘]= Jim — ﬁ{X"(z)-z"-l-(z—zk)f’}

—on (p—1)! dz”
In diesem Fall ist p die Ordnung der Polstelle bei z = z.
Auch hier ist der Verschiebungssatz wichtig, vor allem fir die Lésung unseres Problems.

Es gt Zlx, =" Zlx,}

bzw.

k-1
Z{xm } =z~ [Z{xn}—xo -xz" —...—xk_lz’(k’”] =z -{Z{x”}—le Zi:|

i=0

Damit haben wir in extremer Kirze die Grundlagen fiir die Bestimmung der Fibonacci-Formel dargestellt.
So wie die Laplace-Transformation fir die Losung von Differentialgleichungen geeignet ist, so dient die z-
Transformation zur Lésung von Differenzengleichungen.
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Ein- und mehrdimensionale Fibonacci Suche

Berechnung

Das Bildungsgesetz fiir die Fibonacci-Zahlen (siehe Seite 1) lautet

Fm=Fm2+Fm1 firm>1 und den Anfangsbedingungen Fo=0 und F=1

Damit der 2. Verschiebungssatz angewendet werden kann, der die Anfangsbedingungen beriicksichtigt, muss
dieses Bildungsgesetz so gestaltet werden, dass eine ,Rechtsverschiebung® erreicht wird.

Es folgt (mit Verwendung der Variablen x)
Xm+2 = Xm + Xm+1  Mit Xo=0 und x1=1
Die Anwendung der z-Transformation ergibt
z -[X*(Z)—x0 —-X, -Z’l]:Xk(z)+z[Xk(z)—xo]
2 X' (9-0-1-7'|=X @) +4X (=) -0|
Damit folgt
X(2)=—

2 —z-1

X' (2)=

NI%

=201=45)

1
o) ™ g

Nun erfolgt die Ricktransformation mittels der Residuenformel

Da z; und z; einfache Polstellen sind, ist fur beide Falle p=1

o 1 AT ,
X =Zl§§ks X' ()2 ]:;zlgzrf@——l)!'dzp* X'z (z-2,)"]
X, = kZ:: 1m{X (2)- z" . (z— Zk)p}

m—1

—1
z-z"

x,ﬂ:}EEM(Z—ZI)+21LIE(Z_ZI)(Z_22)(Z_22)
- AR :Zf"—zs":B(”“gﬂmﬂ(l—ﬁﬂm

Zy=Zy, Zy,—Z, Z;—Z, ;(1+\/§)—;(1_‘/§)
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